Chapitre 4

Les théorémes fondamentaux : Bezout . Gauss et Fermat

Il Identité et Théoréme de Bezout :

‘Kn.u.LUQ m°]'

1) Identité de Bezout :

Si a et b sont des entiers relatifs non nuls et d leur PGCD alors il existe deux entiers relatifs u et v tels que
Jaoa.t bzl

Démonstration :  Approche :
a b reste Division euclidienne | Expression des restes
deaparb en fonction de a et b
o b 2, asby, 1y | my=le -k
b b= 19, 1 le
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en particulier le dernier reste non nul qui est égal au
e

On peut donc exprimer tous les restes en fonctiondeaeth |
PGCD(a,b) =d etdoncil existe 2 entiersuet vitelsque d=au+bv

La démonstration exacte se fait a I’aide d’un raisonnement par récurrence

Théoréme de Bezout :

3)

a) Théoréme : Soient a et b deux entiers relatifs non nuls

aeth sont premiers entre eux ssi il existe deux entiers relatifs u et v tels que [.a,.u rbv =41

b) Démonstration : ROC a savoir

*?z Si a et b sont premiers entre eux alors
exw 2 enthew qunq va

PECD(a,b) = 4 U dapo V' idonlido" oo 8¢
Qu+b\(: Pscola,hl= 1

Récxprog}ue Siau+bv=1 et 51 d est un diviseur p051t1fcommun deaetdeb alors d M Vue E‘BLL&Q
wwbmeaison oo a el b pw  ex —eaUtrbv=4 donc d duvwe 4 WA

, mu?,. AL Vet poo J eobd  donc fd = 1ot wrmme houk diviein - i &
diViDe, qt.of b)-Om q dowe d=Tdxui 26LD.(a, b) & dome.
¢) Remarque : ie coup (u,v) frest pas unique. uetv sontappe es coefficients’de Bezout
d) Exemple : 1) En utilisant I’algorithme d’ Euclide , démontrer que 392 et 33 sont premiers entre eux
2 ) En déduire deux entiers relatifsu et vtels que 392u+33 v=1
a b reste Division euclidienne de a parb Reste en fonction de a et b
399 _33 ny=29 3932=Mx33 + 29 na= Q-ilb
A S T . = ofii Ty = b~ A4q
33 29 e = 4 33=4x29 +4 .-b-(o.-nb)
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Remarque : On peut aussi trouver un couple (u, v) a Paide de Ia pa!culatrlce e 33
Par exemple : dans I’ex précédent on doit trouver x et _y entiers tels que 392X T T33y=1)
u=xetv=y Onexprimeyen fonctiondex:y= “ e Et on introduit cette fonction affine dans f(x) puis -4

dans 2" fenétre soit déf tab : deb tbl= 0 et 2 gap 2f':t on cherche le couple (x, y) entiers
pas =1 “\ ) ) X =u= -2
Onretrouve x=8 =u ety= -95=v oL | 9(‘ =4 6 ! WV = 297
“V=-490 < M
¢) Algorithme et Programme pour déterminer les coefﬁclents de Bezout : P%HEEEM b EEEBHT
Sy TR : Input "B=".B
Initialisation wprend la valeur 1, ¥prend la valeur 0 5 i !_!
aprend la valeur 0, yprend la valeur 1 » gj‘i
cprend [a valeur 0, dprend fa valeur 0 D12y
Traitement Tant que b>0 thile EBX8
TR R B g prend la valeur Partie Entitre {2/ b); rprend la & IH‘L{H!’"B}'}D
valeur 3— bg; 5 E _}%’H:‘H'F
cprend la valeur u: dprend la valeur v; E =Y
wprend la valewr x; vprend la valeur y; He o |
xprend la valeur c— xg; yprend la valeur d—yg; HY Rt

] oy 12 o e

aprend la valeur b; bprend la valeur r; 2 Dty

Fin du Tant que B3R
_ Sortie '_ Afficher g vetv _ e :E—?g
Il - | Théoréme de Gauss : tNi=F "PEC0O=".A
1) Théoréme de Gauss : sDi=p “U="-U

s :Dis_E_ =T LY

Si un entier a divise le produit be etsi a_etb sont premiers entre eux élors [...a..duVLe C
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Démonstration:  ROC a savoir 1 i) i e iIQ ft)a;)‘&.é de Bepou) 1ULex
*) Si a est premier agb alors F©GCO (o 2 b= ,;‘ & dapes | G-b
“-C.Q?\, \(J‘J% u el Vv | »] e awu+ b £ = ..«'4'" . i 1 W bL vV = C.
ol b"‘v poaa ¢ ‘{ o eleWWor, o1 © ot o C
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*) Etsi a divise b, WMVie O diviR aC cloG+bV: 1_<_x~4 =C

rosuae cao € O0omL o dhuve acu 4bcV = o 22
) Ao C oL v‘,_,»,-d’ oe C . ,..-—r-':;ql b '?e 4..._:;1 (’b )
2) Conséquences : o —— T Ql T (_i(, \ATU c = ©
/‘ré%i Si actb divisentun entierc  alors ... .2 LV "LC’C pr SECLE glab)
*{ si a et b premiers entre eux .

5 b onstration :  Si a divise c alors .....! J{:?‘ awre um Hapr i .
Si b divise ¢ alors : ©. b oavwe O = C s s o R

Etsia et b premiers entre eux alors ...\ ' jr00 '@ R o e, ” Tt 4

ot (Penisle Gsmonliss B wh{u@ = B/b |oF donc R £‘,_bq-‘f~ |
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@i un nombre premier p divise le prqduit ab alors p divise .,DL..xD.&‘L.,..b ; et
or gPUn I gb=0(p) dhae o O(p) eu CEINp]

Démonstration : Si p nombre premier divise ab i e
distinguons 2 cas: *)Sip divisea alors ... 2. by QL O 0 1 of

*) Sip nedivise pas a alors comme p premier , les diviseurs positifs de p sont .. ij

Les valeurs possibles du PGCD (a;p ) sont donc...*.{..m p - OL umme P Me L‘-L oo pae « C*‘;’*““
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.'®Si un nombre premier p divise un produit gc de nombres Qremler s alors p est egal a. S.‘. au.. a ©
oy P W‘f"‘*‘v\ & oL QL= uip; D i €
111 - | Equations diophantiennes : el ¢ on
AU e iy 7 an
1) Définition : _ Soient aetb 2 entiers 2 el @ P =

Elles consistent a chercher 2 nombres entiers x et y tels que ax + by =c ,avec, pour application immédiate ,
la recherche d’éventuels points situés sur une droite donnée et dont les deux coordonnées sont des entiers
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2) Méthode: Résolutionde ax+by=¢c

a} On détermine e PGCD (a, b) =d

b) Distinguons 2 cas :
*)1°cas:  Sid ne divise pas ¢ , alors i’équatmn n’a pas de solunon enhére
*)2°cas: si ddivise ¢ alors

*) .On commence par chercher une solution particuliere (x, ,y,) a cetie éguation & moins
que cette solution soit évidente soit donnée dans I'énoncé . Pour la trouver, on utilise
Palgorithme d’euclide ; on peut aussi utiliser la calculatrice .

( Remarquez qu’ il y a une infinité de solutions possibles_) -
*) On a donc le systtme suivant : ax+by=c¢ on obtient alors par
ax,+by,=c  substitution ax+ by =ax +by0
d’ol en regmupant les a dans un membre” et les b dans ’autre on obtient :
- a(x-x9)=b(y,-y)
*) On utilise le Théoréme de Gauss pour déterminer la senle forme possfble pour les

éventuelles solutions
*) i reste a vérifier la rmpmque que tout couple de cette forme est bien sotution

3) Exemples: a) Equation du type ax = by

Déterminer les entiers x et v tels que  4x=3y

. b_)Equation du type axthy=c
Déterminer les entiers x et v tels que :

1) 5x—3y=1 2) 12x+18y=6 3) 4x—8y=3 4) 2x+3y=5

IV -] Le petit théoréme de Fermat
1} _Le petit Théordme de Fermat

Sqit n un enfier . Si p est un nombre premier ne divisant pasn, alors n =1 (p)

02 )Corollalre &
Si p est an naturel premier et n est un entier naturel alors n? =n (p)

* 3) Exemples : 2) Ex n° 1 : Montrer qué 16424354 4168+ 1 est divisible par 17
puis que 4%} est divisible par29
b) Ex n°2 n d¢signe un entier naturel supérieur ou €gal 4 2
On considére I'entier naturel a=n" - n

- A) Démontrer que a est divisible parn -n
B) Démonirer que a est divisible par 3 , 2 et 5 donc par 30 -
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Exercice p°l ;
1}a=257etb=45,

a) Ecrire I"algorithme d’Euclide pour déterminer le PGCD (a, b).

b) En dédire des entiers relatifs u et v tels que au + bv =PGCD (a,b).
2) Méme question avec a =383 etb=127 .

Exercice n°2 :
1) Montrer que pour tout entiern,, a=2n+ 1 et b= 6n + 4 sont premiers entre eux .
2) Méme question aveca=netb=2n+1.
3) Vérifierque (n2+1)2=n(n’+2n )+ 1. Démontter alors que n’+2netn?+]
sont premiers entre eux .

Exercice n°3 : _
a, b et ¢ sont des entiers non nuls . Montrer que I’équation ax + by = ¢ admet des solutions entiéres
ssi ¢ est un multiple de d =PGCD (a,b).

Exercice n%4 :
a, b et ¢ sont des entiers non nuls . Montrer que si a est premier avec b et si a est premier avec ¢
alors a est premier avec be .

Exercice n®5 :
1) Déterminer Jes valeurs de n , entier naturel pour que la fraction suivante soit irréductible -

3n—-2 n*+6
ay b) :
n+7 n+1
; : : : n+7
2) Soit n un entier naturel ; on considére la fraction a = > ;
n-+

a) Déterminer n tel que a soit un entier naturel .
b) Déterminer n tel que a soit une fraction irréductible .

Exercice n°6 :
a) Déterminer tous les couples ( x , y ) d’entiers relatifs tels que 7x = 1 ly.
b) Vérifier que le couple (x4, y,) = (13, 8 ) est solution de Péquation (E) 7x— 11y =3
c) En déduire tous les couples d’entiers relatifs solutions de (E).

Exercice n°7 :
a) Déterminer tous les couples (x , y ) d’entiers relatifs vérifiant 11x —24 y=0 .

b) Déterminer tous les couples d’entiers relatifs solutions de ( E Y1llx—-24y=1"

Exercice n°8§ :
Déterminer tous les couples ( x , y ) d’entiers relatifs tels que 126x — 308y = 28 (E).

Exercice n®9 :
1) Monrer que , pour tout entier relatif n , les entiers 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux .
2) On considere I’équation (E ) : 87x + 31y =2 ou x et y sont des entiers relatifs :
a) = Vérifier ,en utilisant la question 1) que 87 et 31 sont premiers entre eux .
En déduire un couple (u,v) d’entiers relatifs tels que 87u + 31v = 1 , puis une solution

(Xg,Y,) de(E).

b) Déterminer I’ensemble des solutions de (E) dans 7, *.

¢) Application : déterminer les points de a droite D d’équation 87x — 31y -2 = 0 dont les
coordonnées sont des entiers naturels et dont I’abscisse est comprise entre 0 et 100 .

(indication :on remarquera que le point M de coordonnées (x y ) appartient & la droite D

ssi le couple (x , -y ) vérifie I’équation (E). '



